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べる．具体的には，神経細胞の振る舞いを単純化した 2 階自律系発振器である BVP モ



















































Bonhoffer - van der Pol (以下，BVP) 方程式はFitzHugh が提案した神経振動子モデル
であり，4次元自律系システムである Hodgkin-Huxley モデルから興奮性ダイナミクスを












= v − ri
(2.1)
本研究では非線形抵抗として FET を使用する．図 2.2に非線形抵抗の回路図を示す．
非線形抵抗の特性は図中の線形抵抗 R によって変更する．図 2.3は非線形抵抗の特性を
示した図である．本研究では
g(v) = −a tanh bv (2.2)






























































Rγ = 0 Ω
Rγ = 500 Ω




発振状態や無発振状態へと変化する．パラメータ k を 1 より小さい値とし， γ を 0 から
増加させることでパラメータ領域 (a) から (e) 全ての状態を観測することができる．(本
論文中では k = 0.82 という値を用いることが多い) γを増加させたときの各領域におけ
る発振器の状態と発生する分岐を以下に示す．
• 領域 (a):安定な平衡点が 1つだけ存在する状態．軌道は全て原点へと収束する．
(図 2.5(1))






• 領域 (c):三つの平衡点と安定なリミットサイクルが存在する状態． 三つの平衡点は
全て不安定であるため，軌道はリミットサイクルへと収束する．(図 2.5(3))
































































= −y + tanh γx+ Ix
dy
dτ





















サドルノード分岐 SN が発生する．図 2.4と同様に Hopf 分岐 h0 と接線分岐 G で囲ま
れた領域の内側で発振現象が発生するが，外部からの入力 Ix の値を大きくした場合，発
振領域は減少する．図 2.8は γ − Ix平面の分岐図を示した図である．他の分岐図と同様

































Ix = 0.04 Ix = 0.1

























































= v1 − v2
(3.1)




= −z + tanh γx
dy
dτ






















































図 3.2 変形 BVP発振器の分岐図
3.1.1 変形BVP発振器の分岐構造
図 3.2に式（3.2）の分岐図を示す．変形 BVP発振器の分岐では，単体の BVP発振器
と同様に分岐曲線が (γ, k) = (1.0, 1.0) の点に集中しているという特徴を持つ．また，変
形BVP発振器では複数の分岐が同時に発生する現象観測される．図 3.2の領域 (b)(c) は
発振が観測できる領域であり，単体BVP発振器の場合と同様に，原点から Hopf 分岐に




























域を拡大した分岐図である．図 3.2領域 (b)の (γ, k) = (1.0, 1.0) に近い領域では，原点が
Hopf 分岐 h0 を起こし，更に d0 によって原点対称な位置に平衡点を発生させる．更に発
生した 2つの平衡点が同時に Hopf 分岐を h1 を起こす．これらの分岐が同時に起こるこ
とにより，Hopf 分岐 h2 によって発生していた安定なリミットサイクルの内側に，原点
対称な位置に安定な二つのリミットサイクルが存在する状態，図 3.4(a)となる．ここか









タ，図 3.4は接線分岐 G3 を越えるまでに全て消滅し，接線分岐 G3 を越えた領域では外
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図 3.5 変形 BVP発振器に存在する特異な現象
この特異な現象では，初期値から最終的に収束する点を推測することが困難である．そ
こで，初期値空間を最終的に収束するアトラクタによって色分けした basin boundary と
呼ばれる図を求めた．図 3.6 は z = 0 の平面における basin boundary を求めた図である．
パラメータ k を固定し， γ を変更したとき，収束するアトラクタを分ける境界である多
様体の構造が徐々にぼやけ，消失してしまう現象がみられた．図 3.7はこの特異な応答の
構造を表した模式図である．原点から離れた位置にある解軌道は全て発振領域である 図
3.2 (b) (c) にあった安定なリミットサイクルへと収束しようとする．特異な応答が存在す





16 第 3章 BVP発振器を拡張した回路
こっているのではないかと予想できる．図 3.8は原点の安定多様体平面を構成する固有値
の実部を示した図である．共役複素数となる固有値の実部は平衡点へと引き寄せる力の強
さを表しており，パラメータが (γ, k) = (1.0, 1.0) の点に近付くほど原点に引き寄せる安
定多様体の力は弱くなり，原点近傍を解軌道が周回する時間は長くなる．実際にパラメー
タを変更しながら basin boundary の境界線がぼやける領域，構造が消失する領域を調べ














(c) (γ, k) = (1.234, 1.0) (d) (γ, k) = (1.2, 1.0)
図 3.6 特異な現象の basin boundary (z = 0)
3.1 変形 BVP発振器 17

































18 第 3章 BVP発振器を拡張した回路
3.1.3 非線形抵抗の設計とトーラス
変形BVP発振器と同じ 3次元自律系発振器である Chua 発振器では，トーラスと呼ば
















を用いた非線形特性 図 2.2 に線形抵抗を付加することによって，この特性を再現した．図
3.10 に新たに設計した非線形抵抗の回路とその特性を示す．元の非線形抵抗回路と同様
に， tanh を用いこの特性を近似した式が式（3.3）である．









= −z + Ax+ tanhBx
dy
dτ






























































パラメータ A， B によって 図 3.4 (a) の状態から，内側の二つの安定なリミットサイク
ルがトーラスへと変化する分岐現象が発生する．図 3.11 に式（3.4）で発生するトーラス
20 第 3章 BVP発振器を拡張した回路
とその Poincaré 点を示す．
パラメータ δ を 0.833 と固定し， A-B 平面での分岐図を図 3.12に示す．図の領域 (c)
から (g) へとパラメータを変化させることによって， Neimark-Sacker 分岐 (以下 NS 分
岐)が発生し，この分岐によって図 3.11のトーラスが発生する．また，図 3.12 の領域 (g)
では，NS分岐に沿ってアーノルド舌と呼ばれる分岐構造が多数存在する．図 3.13 にNS
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本質的に係わるものではないと考え，以降は元の非線形特性である g(v) = −a tanh(bv)
を用いる．
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図 3.18 実回路上で観測できるアトラクタ (2.0 V/div)












図 3.19 簡略化 v-i結合 BVP発振器
3.2 簡略化v-i結合BVP発振器
図 3.19は 3.1節の変形 BVP発振器に対し，更にコイルと抵抗を付加した回路である．




























= −y1 + tanh γx1
dy1
dτ
= x1 − x2
dx2
dτ





= x2 − k2y2
(3.6)





































図 3.20 簡略化 v-i結合 BVP発振器の分岐図 (k1 = 1.0)
3.2.1 簡略化 v-i結合BVP発振器で起こる分岐現象
図 3.20はパラメータ k1 = 1.0 としたときの分岐図である．γが小さい値のとき，解軌
道は全て安定な平衡点である原点へと収束状態から，Hopf分岐 h1 を越えることで安定な
リミットサイクルが発生する．また， Hopf分岐とD型分枝 h2, d, h3を越えてパラメータ
γを大きくした場合，変形BVP発振器と同様に安定なリミットサイクルの内側の原点対






























図 3.21 図 3.20の拡大図
になっていることがわかる．また，大きな安定リミットサイクルの発生と消滅に関する分














































= v2 − ri2
i0 = G(v1 − v2)
(4.1)






















= −y1 + tanh γx1 − δ(x1 − x2)
dy1
dτ
= x1 − ky1
dx2
dτ
= −y2 + tanh γx2 + δ(x1 − x2)
dy2
dτ

























図 4.2は式（4.2）の平衡点の分岐図であり．図 4.3は γ を変化させたときに発生する平
衡点とその安定性を示した図である．図 4.3においてOの左側の添字は不安定次元の数を
表す．
図 4.3のO0は原点 (二つの発振器の状態が (0, 0)(0, 0))の平衡点を表しており，パラメー
タ γを増加させることで Hopf 分岐 (h01，h02) と D 型分枝 (d01，d02) によって原点の安
定性が変化していることがわかる．また，h01からは完全同相同期のリミットサイクルが，
h02からは完全逆相同期のリミットサイクルが発生する．原点の D 型分枝 d01 によって発
生した二つの平衡点が O1，d02 によって発生した二つの平衡点が O2である．図 4.3では，
それぞれの発振器から 2次元で観測した値を並べ (x1, y1)(x1, y2) という形で平衡点の座標
を表記する．この場合，O1 は原点に対し同相方向に対称な位置に存在し，片方の発振器の
状態 (x1, y1) を (x, y) とすると，O1 の座標値は (−x,−y)(−x,−y) ， (−x,−y)(−x,−y)
4.1 電圧結合 29
となる．また，O2 は逆走方向に対称な座標 (x, y)(−x,−y)と (−x,−y)(x, y) に存在する．
更に二つの平衡点 O2 は D 型分子 d2 により，それぞれ二つ平衡点を発生させる．この新
たに発生した 4個の平衡点 O3 は元となった平衡点 O2 を中心とし，同相方向 (中心 O2
から (+α,+β)と (−α,−β)を足した座標) に存在する．これら原点から派生した平衡点は








































































30 第 4章 線形抵抗で結合した BVP発振器
本章では原点 Oo の Hopf 分岐，中でも同相方向にリミットサイクルを発生させる分岐
に h01，逆相方向にリミットサイクルを発生させえる分岐には h02 という番号を付け，こ
の規則は全結合方式において統一してある．また，原点の D型分枝もについても同様に，




























































































































































































































































= v2 − r(i2 + i0)






= −y1 + tanh γx1
dy1
dτ






= −y2 + tanh γx2
dy2
dτ



























































































































は図 4.11 のピッチフォーク分岐 Pf02 によって不安定となる．また，完全逆相同期リミッ





















































































































= v2 − ri2






= −y1 + tanh γx1
dy1
dτ














































図 4.14 電圧結合 BVP発振器































































しては電圧結合と同じで，Hopf 分岐 h01 によって同相方向のリミットサイクルが安定な
状態で発生する．図 4.16は h01によって発生した安定なリミットサイクルである．非線形
結合の場合，発振器の電圧ポートと電流ポートを結合しているため，片方の発振器におけ
る電流の振動 (y1)と，もう一方の発振器における電圧の振動 (x2) が同期する，このため











れたリミットサイクル図 4.16は，ピッチフォーク分岐 Pf01 によって不安定となり，接線
分岐 G01 によって消滅する．従って h01 と Pf01 の間の領域で位相のずれたリミットサイ
クル 図 4.16が安定に観測できる．図 4.18は Pf01 によって発生した安定なリミットサイ
クルであり，このリミットサイクルは周期倍分岐 I1 付近で周期倍分岐連鎖によってカオ
スアトラクタへと変化する．図 4.19に図 4.18から変化したカオスアトラクタを示す．
パラメータ γ が接線分岐 G2 を越えたとき，安定なリミットサイクル図 4.20が発生す
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図 4.21 図 4.20から変化したトーラス
































= v2 − r(i2 − i02
i01 = G {v1 − r(i2 + i01)}




















































図 4.23に式（4.8）の分岐図を示す．交差結合発振器では，二つの Hopf 分岐が同時に
起こる Hopf-Hopf 分岐が発生する．この結合では，他の結合において h01 ， h02 によっ
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= − α + 1
2α + 1
{y1 − tanh γx1} −
α
2α+ 1
{y2 − tanh γx2}
dy1
dτ





{y1 − tanh γx1} −
α + 1
2α+ 1
{y2 − tanh γx2}
dy2
dτ












































































































































• 原点が Hopf 分岐を起こしてリミットサイクルを発生させる．
54 第 6章 まとめ
• 原点の D 型分子により対象な位置に平衡点が発生する．
• 原点から発生した平衡点が Hopf 分岐を起こす．
という，単体 BVP 発振器と同様の分岐現象が観測できた．しかし， Hopf 分岐で発生し
たリミットサイクルに関しては結合方式の影響を大きく受け，特に同期発振については，
以下に挙げる各結合方式の特徴がみられた．









• 非対称結合 BVP 発振器では，他の結合と異なり位相のずれた同期発振が安定に観
測できる．この結合方式では電圧結合と同様に同期振動の安定性が強く，電流結合
のような複雑な分岐現象は観測できない．また，上の二つの結合とくらべ，1つの
平衡点が起こす 2つの Hopf 分岐が接近しているという特徴がある．
• 交差結合の場合，2つの線形抵抗で非対称結合を 2重に行っている結合であり，非対


































= f(x), t ∈ R,x ∈ Rn (A.1)
ここで，tは時刻を表す実数であり，xは状態変数である．また f は，連続でかつ必要な
回数だけ微分可能であるとする．λ ∈ R はパラメータとし，f は λについても微分可能
であるとする．
f(x0) = 0 (A.2)
を満足する点x0を平衡点 (equilibrium point)という．平衡点はそれ自身で式（A.1）の解
となっており全ての時刻に対して静止している状態を表している．
この平衡点から微少量のずれを ξ(t)とする．ここで，ξ(t) を x0の変分 (variation) と
いう．変分に対する方程式を得るため点
x(t) = x0 + ξ(t) (A.3)
の運動を考える．変分 ξ(t) が十分に小さいものとすると，右辺をテイラー展開し









ξ(t) + · · · (A.4)



















0O (沈点) a1 > 0, a2 > 0
1O (サドル) a2 < 0
2O (源点) a1 < 0, a2 > 0
とすると，その係数 (固有値)により平衡点の安定性を吟味することができる．ここで，In
は n× n の単位行列を表す．2次元の場合の特性方程式は
µ2 + a1µ+ a2 = 0 (A.8)
となる．この場合に生じる平衡点のタイプを表A.1に示す．
A.2 平衡点の分岐
次式で表される n 次元自律系の平衡点が，パラメータ λ ∈ Rm の値の変化に対してど
のような定性的変化を伴うかという問題を考える．
ẋ = f(x,λ) x ∈ Rn, λ ∈ Rm (A.9)
平衡点 x0の座標は
















いってよい．以下，λ の m 個の成分のうち m − 1 個を固定し，残りの 1 個を変えるも






χ(µ) = det(µIn −A(λ)) = µn + a1µn−1 + a2µn−2 + · · ·+ an−1µ+ an = 0 (A.13)
とする．双曲型平衡点では，すべての特性根について






















kO ⇔ k+2O + LC(kD), (k = 0, 1, · · · , n− 2)
kO + LC(k+1D) ⇔ k+2O, (k = 0, 1, · · · , n− 2)
(A.17)
となる．ここで，LC(kD) はリミットサイクルを表し，次節で説明する Poincaré写像に
よる固定点の性質が kDタイプであることを示す．また，方程式が 2次元の場合，k = 0
より式（A.17）の一つ目の式は安定平衡点 (沈点)がHopf分岐を生じ安定なリミットサイ
クルの発生，消滅がみられることから Supercrtical Hopf 分岐と呼ばれ，二つ目の式は不
安定平衡点 (源点)がHopf分岐を生じ不安定なリミットサイクルの発生，消滅がみられる
ことから Subcritical Hopf 分岐と呼ばれる．
Hopf分岐が生じる条件は以下となる．
χ(jω) = det(jωIn −A(λ)) = 0 (A.18)






kO ⇔ k+1O + 2kO





ẋ = f(x), t ∈ R, x ∈ Rn (A.20)
また f は，連続でかつ必要な回数だけ微分可能であるとする．
式（A.20）の周期解とは，ある正数 L があって
x(t+ L) = x(t), t ∈ R (A.21)
の性質を持つ解のことである．この正数 L をこの周期解の周期という．
いま，式（A.20）の解を
x(t) = φ(t,x0), x(0) = φ(0,x0) = x0 (A.22)
と書くことにする．式（A.21）の周期解があったとして，初期値 x0 をこの解となるよう
に選んだとする．すると，式（A.22）は周期解を表し，式（A.21）の性質は
x(L) = φ(L,x0) = x0 (A.23)
と書くこともできる．つまり，この式を満足する正数 L と初期値 x0 を持つ解があれば，
それは周期解である．状態空間内での集合：
γ(x0) = {x ∈ Rn|x(t) = φ(t,x0), t ∈ [0, L]} (A.24)
を周期軌道 (periodic orbit)または閉軌道 (closed obit)という．周期軌道上の任意の初期
値を出発する解は，式（A.23）の性質を持つ．
周期 L の周期解の近傍に別の周期解が存在しないとき，つまり孤立した周期解となっ











q : Rn → R; x 7→ q(x) (A.25)
を用いて
Π = {x ∈ Rn|q(x) = 0} (A.26)
で定義する．いま考えている周期解は，点 x ∈ Π でこの超曲面を横切るものとする．す
なわち，解








曲面 Π のことを周期解である式（A.27）に関する局所断面 (local cross section)という．
さて，このような局所断面を適切に選んだとする．すると，超曲面上の点x0 ∈ Π の近
傍 ∆ ⊂ Π から Π への写像 T を，解曲線を使って次のように定義することができる．
T : ∆ → Π; x 7→ φ(τ,x) (A.29)
ここで，τ は初期値 x ∈ ∆ ⊂ Π を出発した解φ(τ,x) が再び最初に Π と交わるまでの時
間を表す．τ は x の関数となっている．この時間 τ を最初の帰還時間 (first return time)
または単に帰還時間という．また，写像 T はPoincaré写像 (Poincaré map)または帰還写








1φ ( t, x  )
φ ( t, x  )0
x  = φ ( τ (x ), x  )12 1
x  = φ ( L, x  )00
図 A.1 周期解と Poincaré写像
写像 T を用いると，周期解の初期値は
T (x0) = x0 (A.30)
で表される T の固定点となる．また帰還時間は
τ(x0) = L (A.31)
となり，周期解の周期となる．したがって，周期解である式（A.27）と写像 T の固定点
























































とともに t = 0 から t = τ(x0) まで数値積分すれば得られる基本行列解であり，これに関
する特性方程式：
ξ(µ) =
∣∣∣∣∣ ∂φ∂x0 − µIn
∣∣∣∣∣ = 0 (A.37)
の根によって，固定点の安定性が判別される．


































































0D 完全安定 (completely stable) |µ1| < 1, |µ2| < 1
1D 正不安定 (directly unstable) 0 < µ1 < 1 < µ2
1I 逆不安定 (inversely unstable) µ1 < −1 < µ2 < 0




mD (m = 0, 1, · · · , n), mI (m = 0, 1, · · · , n− 1) (A.43)
Poincaré写像である式（A.29）は，n次元空間で定義されており，式（A.41）には，固
定点の周期解情報がそのまま埋め込まれている．すなわち，特性方程式（A.42）を解く





まず，局所断面上に n− 1 次元の局所座標系 Σ を取り付ける．具体的にはΠ から Σ へ
の射影 (projection)を考えればよい：
Π = {x ∈ Rn | q(x) = 0, q : Rn → R}
h : Π → Σ ⊂ Rn−1
(A.44)
この射影 hを Πの局所座標という．hの逆写像を h−1 と書き，これを埋め込み写像という．
さて，Πの局所座標の値 (座標値)としてu ∈ Σ ⊂ Rn−1 が観測できるとする．h(x0) = u0
と書くとき，u0 ∈ Σ の近傍の点u1 ∈ Σ̂ ⊂ Σ に対して，h−1(u1) = x1 ∈ Π̂ を初期値とす
る式（A.20） の解 φ(t,x1) が再び Π と交わる点を x2，その時刻を τ(x1) とする：
x2 = φ(τ(x1),x1) (A.45)
これらを用いて局所座標系 Σ 上の写像：
Tℓ : Σ̂ → Σ
u1 7→ u2 = h(φ(τ(h−1(u1)), h−1(u1)))
(A.46)
を定義する．書き換えると，
Tℓ : Σ̂ → Σ
u1 7→ u2 = h ◦ T ◦ h−1(u1)
(A.47)
となっている．
Tℓ(u0) = u0 (A.48)
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のとき，u0 は固定点であるといい，対応する x0 = h
−1(u0) も写像 T の固定点となって
いる．このとき，
q(φ(τ(x0),x0)) = 0 (A.49)
となっていることに注意する．
さて，式（A.46）は，次の n 次元方程式，






を未知数 u および τ について Newton 法で解くとよい．ここで，問題となるのは F の

































x(k + 1) = f(x(k)) (A.53)
いま，式（A.53）の解を
x(t) = φ(t,x, λ), φ(0,x, λ) = x (A.54)
とし，Poincaré写像を
T : Rn → Rn; x 7→ T (x) = φ(L,x, λ) (A.55)
で定義する．また，式（A.53）が周期 L の周期解を持つとして，これに対応する固定点
方程式：
T (x0)− x0 = 0 (A.56)
を満たす固定点を x0 ∈ Rn，その特性方程式を
χ(µ) = det(µIn −A(λ)) = µn + a1µn−1 + a2µn−2 + · · ·+ an−1µ+ an = 0 (A.57)
とする．ここで，











A.5.1 接線分岐 (tangent bifurcation)
パラメータの変化に伴って，2つの対になった固定点が癒着消滅，あるいは発生する分
岐である．この分岐は特性根の一つが 1 となる場合におこる．すなわち，分岐の条件は
χ(1) = det(In −A(λ)) = 1 + a1 + · · ·+ an−1 + an = 0 (A.59)
となる．分岐の起こる固定点対としては
kD + k+1D ⇔ ϕ, (k = 0, 1, · · · , n− 1)
kI + k+1I ⇔ ϕ, (k = 0, 1, · · · , n− 2)
(A.60)
のいずれかである．
A.5.2 周期倍分岐 (period doubling bifurcation)
この分岐は，特性根の 1つが−1を横切る場合に生じる．分岐後，固定点は安定性が変
化し，対になった 2-周期点の発生 (あるいは消滅)をみる．分岐の条件は
χ(−1) = det(−In −A(λ)) = (−1)n + a1(−1)n + · · · − an−1 + an = 0 (A.61)
となる．また，分岐式は
kD ⇔ k+1I + 2× kD2, (k = 0, 1, · · · , n− 2)
kD ⇔ k−1I + 2× kD2, (k = 2, 3, · · · , n)
kI ⇔ k+1D + 2× kD2, (k = 1, 2, · · · , n− 1)
kI ⇔ k−1D + 2× kD2, (k = 1, 2, · · · , n− 1)
(A.62)
となる．ここで，kD
2 はタイプが D 型の 2-周期点で，その不安定次元が k であることを
表す．
A.5.3 ネイマルク・サッカー分岐 (Neimark-Sacker bifurcation)
1組の複素特性根が，複素平面上の単位円を横切る分岐である．平衡点のホップ分岐に
対応する固定点の分岐といえる．分岐の条件は
χ(ejθ) = det(ejθIn −A(λ)) = ejnθ + a1ej(n−1)θ + · · ·+ an−1ejθ + an = 0 (A.63)
となる．一般にこの分岐が起こると，固定点の周りに写像 T によって不変な閉曲線が発
生または消滅する．分岐式のタイプは
kD ⇔ k+2D + ICC, (k = 0, 1, · · · , n− 2)
kD + ICC ⇔ k+2D, (k = 0, 1, · · · , n− 2)
(A.64)
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